7 Analyticka geometriev roviné

Myslim, tedy jsem.
(René Descartes)

7.1 Usetka

V kapitole 5.1 jsme zavedli pojem souiadnice v roviné pro potieby konstrukce grafa funkci.
Pomoci soutadnic Ize ovSem popisovat i geometrické Utvary. Tuto metodu pouZil poprvé
francouzsky matematik a filozof René Descartes, ktery je povazovan za zakl adatel e anal ytické

geometrie. Tato matematickd disciplina popisuje
Y L=/ bj;bz ./ geometrické Utvary pomoci apardtu aritmetiky
aagebry prave prostiednictvim souradnic.

b
apl ; Délka usetky AB (vzdaenost boda A,B): Jeli
A=lapay] brap A=[a;a,], B=[b;b,], pak
a b A8 =l-a) +0,-a))
délka usecky

Stied Usetky AB, kde A=[a;a,]; B=[b;b] je

by B =[b:b] bod S=[s;s,]1 AB takovy, e |SA =|SB|:
_ath _ _a+th
S 5 S 5 |

‘ | ! Priklad 1.: Jsou dany body A=[-4;-2], B=[-35].
% % BT Ureete bod C tek, aby lezel na ose y a DABC by
stfed tisecky rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou AB.

ReSeni: Hledané souradnice oznaéme C =[c;c,]. M&li byt CT y, musi byt ¢, =0, tedy
C =[0;c,]. M&li byt ddle |AC| =|BC|, dostavame:

V42 +(c,+2)7 =43 +(c,- 5 /( )?
16+C> +4c, +4=9+c; - 10c, + 25
14c, =14
c, =1

Zkouskou se snadno piesvédcime, Ze jsme skutecné nadli koien rovnice, hledany bod ma tedy
souradnice C =[0;]] .

7.2Vektory v roviné
V kpt. 6.8 jsme zavedli pojem orientované Gsecky, na ktery nyni navézeme.

Vektor: je mnoZina v3ech shodnych souhlasné orientovanych Usecek. Oznacujeme ho bud’
tucné u nebo (spise v ru¢né psaném textu) Sipkou u .
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Libovolnou orientovanou Usecku AB vektoru u (tj.

jeli ABT u) nazyvédme umisténim, popt.
reprezentantem tohoto vektoru. Reprezentujeme-li

uuu

vektor u Usetkou AB, iikame, Ze jsme vektor u

uuu

umistili do bodu A. Misto ABT u pieme obvykle

AB =u. Jetieba s vSak vzdy uvédomit, Ze na prave
strané této ,symbolické rovnosti“ je vektor
(mnoZina) a na levé jeho umisténi (prvek této

vektor a jeho umisténi
mnoziny). Pripoustime i tzv. nulovy vektor jako mnoZinu vech Usecek , nulové* délky, tj.
0=AA.

Velikost (délka) vektoru: velikosti (délkou) vektoru u rozumime velikost (délku) jeho
libovolného reprezentanta. Znagime |u|. Vektor, jehoz velikost je rovna jedné, nazyvame
jednotkovy vektor.

Soucet bodu a vektoru: Umistéme vektor u do bodu A a koncovy bod tohoto umisténi
oznaéme B. Bod B nazyvame souctem bodu A avektoru u, znatime B = A+v. Vektor u
nazyvame rozdilem bodi B; A (v tomto poradi), znatime u = B- A.

Nasobeni vektoru redlnym &islem (skalarem): Necht k1 j je libovolné redlné ¢islo, u
libovolny vektor. Soucinem ¢idla k a vektoru u rozumime vektor k>u, rovnobézny
souhlasné (pro k > 0) resp. nesouhlasné (pro k < 0) svektorem u. Velikost tohoto vektoru je
lkI¥ul. Specidng: jeli k=-1, je kxu=-1xu=-u. Tento vektor nazyvame vektorem
opacnym k vektoru u.

O souhlasné, popt. nesouhlasné rovnobéZnych vektorech fikame, Zze
- jsou kolinedrni
uuu uuu

- lezi v jedné piimce (je-li totiz u= AB; v=AC; u=kxv, pak body A B,C
leZi natéze piimce)
Soucet dvou vektora: Necht u; v jsou dva

uuu

libovolné vektory; u = AB. Umistéme vektor v

v /V V do bodu B, koncovy bod tohoto umisténi
oznaéme C, tj.v = BC . Souc¢tem vektorid u; v
A u B u rozumime vektor u+v = AC.

soucet vektori

Tuto definici  souctu vektora znédzoriuje
pripojeny obrézek vlevo. P¥i konstrukci souctu dvou
vektori se ¢asto pouziva tzv. doplnéni na rovnobéznik
(viz obrézek vpravo).

Mé&jme dva nekolineérni vektory e;;e,, tj. dva nenulové
vektory, které nelezi v jedné primce. Pak kazdy vektor u
v roviné lze vyjadiit ve tvaru u=ue +u.e,, kde

u=23e,+2e¢,

¢
u;u,l j . Rikame, Ze jsme vektor u zapsai ve tvaru
¢ linearni kombinace vektoru e ;e,. Usporadanou dvojici
linedrni kombinace vektorii [e;e,], nazyvame bazi, vektory e;e, bazové
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e, e,
€
soufadnice vektoru €
v riiznych bdzich
Y B
2 - . L L L L L L L L L L L -
- |
u= AB |
! 7{ :
| 3
> | |
A 1 / 2 3

soufadnice vektoru v kartézsicé soustavé

vektory, ¢isla u;;u, T j nazyvame
souradnice vektoru u v bézi
[e;e,]. Pisemepak u = (u;;u,).

Dvojici navzgem kolmych vektora
nazyvame ortogonalni bazi, jsou-
li  navic oba tyto vektory
jednotkové, hovoiime o ortonor-
malni bazi. Slozky ortonormdni
baze znatime vétSinou i,j. Dée
budeme pracovat vyhradné s touto
ortonormani béazi.

Uvedme nyni do souvislosti takto zavedené
souradnice vektoru v ortonormani bazi
skartézskymi  soufadnicemi, které jsme
zavedli v kpt. 51. a se kterymi jsme
pracovali rovnéz v kpt. 5.1. Jeli rovina
opatrena kartézskou souifadnou soustavou
(O,x,y), lze zvolit ortonormani bézi [i,j],
kde bazové vektory jsou rovnobézné se
soutadnymi  osami. Umistéme libovolny
vektor do pocatku. Jeho soufadnice jsou
rovny kartézskym souradnicim koncového
bodu tohoto umisténi. Pak je napi: i =(130);

uuu

J:(O,l) Je-li u=AB; A:[O;O];

B=[32], je u=(32). Jeli obecn¢ A=[a;a,]; B=[b;b]; C=[c;c,]; u=(u;u,);

uuu

v=(v;v%,); u=AB,je

IVl =V +V2

u=B- A=[b;b]-[a;a]=(- a;b, - a,) =(u;u,)
V=(V;V,) =V +V,

kou =kxu;u,) = (kug; ku,)

-U = - (UU,) = (- Ug-Uy)
U+V=(U;U,)+(v;V) = (U + VU, +V,)
CHu=[c;C]+(u;u,) =[¢ +U;;G +U,]

1. Piiklad: Jedano k =2; v =(3,5). Uréeme vektor u =k xv.
ReZeni: u=kxv =2xv =2X3,5) = (23,2>5) = (6;10) .

2. Priklad: Ur¢eme souradnice vektoru u = AB, kde A=[3,7]; B=[-12].

Refeni: u=B- A=(-1- 32- 7)=(-4-5).

3. Piiklad: Zjistéme, zdabody A=[-210]; B=[7,3]; C =[15] lezi najedné piimce.

uuu

ReZeni: PoloZme  u=AB=B- A=(7+23-10)=(9;-7);

uuu

v=AC=C- A=(1+25-10)=(3-5)
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ProtoZe vektor v neni nasobkem vektoru u, body A,B,C nelezi najedneé primce.

4. Priklad: Ur¢eme soucet arozdil vektora u =(3;-2); v=(18).
Resent: u+v=(3-2)+(8) =(3+1-2+8)=(4;-6),
u-v=(3-2)- (18 =(3-1%-2-8=(2-10).

5. Priklad: Uréeme souradnice téZisteé trojuhelnika ABC, jelli A=[12]; B=[31];
C=[53].
ReSeni: TéZide T lezi napt. natéznici t, = AS,, kde S, je stied Usecky BC . Je tedy
S = _éb +c b +c,u_é3+5 1+3u
""8 2 " 2 HE2 2H
AS, =S - A=(4-12- 2)=(30).
wr o uwur 9 u
Teziste T rozdéli teznici AS, tak, ze AT —§><AS ——>(3 0) =(2,0). Protoze AT =T - A,

=147,

jeT= A+ AT =[12]+(20) =[3,2].
ReSme priklad 5 obecné pro vrcholy A=[a;;a,]; B=[b;b,]; C =[c;c,]:

S _€éb+q b +cu

“"8 2 " 2 H
AS =S, - A=ERTG_ DG 0 ah¥G-23 b,*G- 28,0
&2 Yo 2 2 2 2
lk_ll[zgxlkglr_2>%@l+cl 2a, b2+(:2 2a20 ab +c - 2a b2+(:2 2320
3 2 5 & 3 3 p
AT - 23, b,+c,-28,6_6  b+g-2 re,- 2a,0
T=A+AT = [ala2]+ Cl3 ai;bz 23 aZB:A +bl C13 a1;a2+bz 023 azaz

_€3a +th+c-2a 33,+b, +c,- 23,0_¢éa th +c a,+b +c,0
& 3 ’ 3 H & 3 3 G

Uhel dvou vektori: Uhlem dvou nenulovych vektori rozumime Ghel, ktery sviraji jejich
reprezentanti. Uhel vektord, z nichz alespon jeden je nulovy, se nedefinuje.

Skalarni sou¢in: Skaldrnim sou¢inem dvou nenulovych vektora u; v rozumime ¢islo u xv
pro které je

=[u| ¥v| xcosj

kde ) jeuhel vektori u; v. Skalarni soucin vektori u; v, z nichZ alespon jeden je nulovy,
jeroven nule.

Vlastnosti skalarniho soucinu:

(kxu) xv =k xu| ¥v|xcosj =k xJul%v|>cosj ) =k xuxv),
(U+V)xw =(u+vVv)xw.

Jsou-li  vektory u;v  kolinedrni, je j =0P cosj =1b uxv =|ul%v|>xcos] =|ul%v|.
Specidng usu =|ul%ul =ul®.
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Jsou-li vektory u;v ortogondni, je j :%D cosj =0P ux»v =|u[®v|>cos] =0.

Je-li u=(u;u,)=ui+u,j; v=(v;Vv) =Vvi+v,j,je
uxv = (Ul;uz) >(V1;Vz) = (Uli + uzj) >‘(V1i +sz) =uVv X X VA X X Tuv, X+ u,Vv, XX .

Vektory i;j jsou ortogonalni, jetedy i =jx =0. Protoze i % =i|* =1; j ¥ =|j|" =1, je

UV = Uy, +U,V, |

Zname-li souradnice vektori, mizeme snadno zjistit jgich uhel: jeli u=(u;u,);
V=(v;\,),je

ulvl + l"IZVZ

2 2 2 2|
\/Ul +U; x\/Vl TV,

uxv =|ul¥v|xcosj b cosj :ﬁb cosj =

6. Priklad: Uréeme vektor v, ktery mavelikost [v| =5 aje kolmy k vektoru u = (16;12) .
ReSeni: Skalarni sougin dvou kolmych vektori je roven nule: uxv =uyv, +u,v, =0. Ze

zadané velikosti hledaného vektoru je: V7 +V; =5. Pro neznamé souradnice v;;Vv, vektoru
v tak mame soustavu dvou rovnic:
uv, +u,v, =0

2 2 —
V; +Vv; =5

Do prvni rovnice dosadime zndmé souradnice vektoru u = (16;12) :

16v, +12v, =0,
vyjédiime napi. v, : v, =- 1%/2 =- %

a dosadime do druhé rovnice pro velikost vektoru:

.2

9V L2 =25
16
9v; +16>; _ -
16
253/ -
16
v, =16
vV, =4

Po dosazeni do rovnic pro skalarni soucin je:

16v, +12X(4) =0P 16v,[£[48=0P 16v, =[m[48P v, =m3.
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V tomto z&pisu jsou skryty dvé rovnice (jedna pro v, = +4, druhapro v, =-4). Vaimnéte s
pirehozeni znaménka (v rémecku) pii prevodu z jedné strany rovnice na druhou. Uloha mé dvé
reSeni: v, =(4,-3); v, =(-4;3) (pti zapisu feSeni je tieba brat soucasné vzdy jen horni nebo
jen dolni znaménka).

< 7. Priklad: Dokazme kosinovou vétu uzitim skalérniho

soucinu vektorta

ReZeni: V kpt. 6.6. jsme dokazovali kosinovou vétu
b a »Synteticky” (bez pouziti soutradnic). Chgpeme-li strany

trojuhelnika jako vektory, je dikaz velmi jednoduchy:

4 ¢®=c*=(b- a)?® =b*- 2ab+a’ =b*- 2abcosg +a’

NereSené ulohy:
1) V pravidelném Sestithelniku ABCDEF je B- A=u; E- A=v. Pomoci u;v vyjadiete
ayD-C b)E-Dc)F-Ed) A-Fe C- A.

2) Ur¢ete |;m; n tak, aby vektory x;y byly kolinearni (rovnobézné):
a X=3u-v+w; y=u+nmv+nw b) x=-2u+3v+mw; y=Ilu- 6v+2w.

3) Vektory u;v svirgi thel j :% amaji velikosti |u| =+/3;]v| = 1.Vypoctste velikosti a tihel
vektori u+v;u- v.

4) Urcete Uhel vektord u;v ; jestlize |u| =5|v|=8|u- v|=7.

5) Vypoctste |u - V|, kdyZ |u| =13 |v| =19;|u + v| = 24.

6) Vypoctéte obsah a velikosti vnitinich thla DABC , je-li
a) A=[G0;B=[71;C=[26] b) A=[23];B=[-42];C=[9-3.

7) Urgete Ghel dhlopiicek stytthelnika ABCD , je-li
A=[52];B=[-16];C=[-3-2];D =[2-5].

8) Vypoctéte velikosti vysek DABC , je-li
a) A=[52];B=[15;C=[-21] b) A=[7;8];B=[5-2];C=[-3-6].

Vysedky
la)v-u b)-u ¢)-v d) u-ve u+v 2)a)m:-%;n:% b) | =4,m=-1
3) |u+v|=+7; Ju-v|=1; | =40°54' 4) ] =60° 5) 22 6) @) S=20; a =g =6326";

b =53°08' b) 5:6—;; a =104°37'; b =47°36'; g=27°47' 7) w=84°42' §8) a)

5 18 18 18
55 =42 b) —+/5,—+/74;—+/26
2\/_ ) 5 V5 37 13
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7.3 Pfimkav roviné

Pomoci soufadnic bodi mizeme Ciselné charakterizovat rizné geometrické Utvary. Napt. pro
soutadnice kazdého bodu L =[x;y] v 1. kvadrantu plati x3 0; y3 0. Rikédme, Ze tyto
nerovnosti charakterizuji 1. kvadrant, resp. Ze jsou jeho analytickym vyjadienim. Podobné
anaytickym vyjadienim piimky rozumime kazdy piedpis, kterému vyhovuji souradnice
libovolného bodu této primky a Zzadné jiné.

Uvazujme nyni libovolnou piimku p. Zvolme libovolny bod AT p a libovolny nenulovy
vektor u rovnobézny s primkou p. Pro libovolny bod ptimky X ptimky p oznaéme
v=X- A. Vektory u; v jsou rovnobézné, vektor v je tedy nasobkem vektoru u, ftj.
existujeredlné¢ido t takove, ze v =t xu. Jetedy

v=X-A

v=txu b X-A=txub [X=A+tal|; t] j.

Posledni rovnici (v ramecku) nazyvame parametrickou rovnici p¥imky. Cislo t nazyvame
parametr bodu X . Probih&li parametr vSechna reana cida, probiha prislusny bod X celou
primku p.

Geometricky vyznam parametru t: UvaZzujme reprezentanta vektoru u s pocétkem v bodgé
A, koncovy bod tohoto reprezentanta oznacme B .

1) Bod X maod bodu A vzdaenost | AX| =|t|¥ul =[t| X AB|. Je-li tedy specidlné vektor u
jednotkovy, tj. lul =|AB| =1, jet =1.

2) Je-li t3 0, pak bod X lezi napoloptimce AB. Specidnéprot=1je X° B,prot=0 je
X A.

3) Jeli t £0, pak bod X leZi na poloptimce opacné k uAullf%.Speciéulné prot =0 je opét
X A.

ZapiSme parametrickou rovnici X = A+t>xu v soufadnicich. Jeli X =[x y]; A=[a;a,];
u = (u;u,), dostavame:

[yl =[a;a,] +tx(u;u,)

[X ¥l =[a;a,] + (tu;tu,)

[ y] =[a +txu;a, +txu,]

JestliZze se vSak dle posledni rovnice maji rovnat dva body, musi se rovnat jejich souradnice.
Dostdvame tedy dvojici parametrickych rovnic

X=a +1, 41 s
y=a,+tx,| 1

1. Priklad: Jsou dany body A=[1;2]; B =[4;8]. Urcete parametrické rovnice

a) primky AB b) poloptimky AB C) Usecky AB d) poloptimky BA .
ReSeni: Ve v&ech pfl’pe;glfch budeme potiebovat smérovy vektor. MiZeme polozit
u=B- A=(36).Pakje AB° X = A+txu; tl j ;coZrozepsano do soutadnic je:

153



DAullé 0 x=1+3% -
a) N o I
y=2+6%
b) Rovnice budou stejné, pouze podle vyse uvedeného bodu 2) musi byt t 3 0, tedy
0 yw=
AB® X=1+3x. ;o
y=2+6%
c) Rovnice budou opét stejné. Opét podle bodu 2) musi byt t3 0. Pro t=0 je X° A,
srostoucim parametrem se proménny bod X vzdaluje od bodu A. ProtoZze u=B- A, je
podiebodu?2) X ° B prot=1. Jetedy
AB° x=1+3% .
;1 (0,1
y=2+6%
qzufleﬁeni piipadu b) svadi k zavéru, Ze rovnice poloptimky BA budou
0 x=1+3%
y=2+6
To ovSem neni spravné, nebot’ se v tomto pfipadfmjedné o rovnigi“ polopiimky opa¢né

uuu

k poloptimce AB, coZz samozigimé neni polopiimka BA . Polopiimka BA ma pocatek v bodé
B, musi tedy byt
BAC x=4- 3%

y=8- 63

t£O0

t3 0

Poznédmka: Pokud jde o rovnici ptimky, nezdleZi ani na velikosti ani na orientaci smérového
vektoru. Pro t1 j jsourovnice

X=1+3% x=1+t x=1-t

y=2+6x y=2+2t  y=2-2t
rovnicemi téze primky. U polopiimky samoziggmé zalezi na orientaci smérového vektoru -
jestlize ji ménime, pak ménime polopiimku v poloprimku opacnou. Chceme-li vyjédrit tutéz

polopiimku, musime se zménou orientace smérového vektoru souc¢asné zmeénit znaménko
parametru, napr:

BA© x=1+3 BA© x=4 BA© x=4
X=1E3 g0 X=4rL g0 =41 s
y=2+6% y=8+2x y=8-2%

Obecna rovnice primky v roviné: Uvazujme piimku vyjadienou obecné parametrickymi
rovnicemi

X=a +ix t1

1 i'
y=a, +tx,

Z této soustavy dvou linearnich rovnic vyloucime parametr:
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X=a +txy /»u,
y:a2+t>uzl>(-ul)
u, X =u,a, +t>U1 U,
-U Yy =- U, - T, U,
UX-Uy=ua - ua,
U X- WY- Ua +ua, =0

Posledni rovnici vétsinou piseme ve tvaru

lax+by+c=0|, kde a,b,cT j

anazyvameji obecnou rovnici primky v roving.

Z predchozi Upravy je ziggme, zev tomto tvaruje a=u,; b=-u,. Je-li u = (ul; uz) smérovy
vektor primky aoznasime-li n = (a;b) =(u,;-u,), je

n>u = (u;u,) qu,;-u) =uu, - u,u, =0
Vektory n;u jsou tedy na sebe kolmé. Vektor n = (a;b) nazyvame normalovym vektorem
pirimky.
Prevod parametrickych rovnic na rovnici obecnou je v konkrétnich piipadech vétSinou
jednodussi:

1. Priklad: NapiSme obecnou rovnici primky zadané parametrickymi rovnicemi:

X=-7+6t
y= 3+2t/8
X=-7+6t
-(By= 9+6t)
Xx- 3y=-16
Xx- 3y+16=0

Lze také vyuZit toho, Ze koeficienty a,b v obecné rovnici jsou souradnicemi normalového
vektoru: Je-li

I X=-7+6t

ly= 3+2t’

pak smérovy vektor je s=(6;2) anormdovy n =(2;- 6). Obecna rovnice této primky je tedy
2x- 6y +c=0. Koeficient ¢ ur¢ime z podminky, Zze bod A=[-7;3] leZi na hledané primce
a jeho souradnice musi tedy obecné rovnici vyhovovat: 2X-7)- 6X3+c=0p c=32.
Hledanarovnice jetedy 2x- 6y+32=0 (mazZzeme pak samozigimé jeste vydélit dvéma).

pO

2. Priklad: Napisme obecnou rovnici piimky, ktera prochazi body A=[3,7]; B=[-2]1].
Resen:

a) Pomoci parametrickych rovnic: Smérovym vektorem je vektor

s=B- A=(-2- 31- 7) =(-5;- 6) aptimka prochézi napt. bodem A=[3;7]. Jetedy:
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Xx=3- 5t/>6
y=7- 6t/4-5)

6x- 5y =- 17

6x- S5y+17=0

b) Pomoci normé ového vektoru: Smérovy vektor je s= B- A= (-5;-6), normaovy tedy
n = (6;- 5) . Pfipomeime, Ze n>s =0, proto je tteba zameénit souradnice au jedné z nich
zménit znaménko. Obecnarovnice je 6x- 5y +c¢ =0 aprotoze napt. Al p, je

6X3- 5X7+c=0pP c=17.Hledanarovnicejetedy 6x- 5y+17=0.

Smérnicovy tvar rovnice primky: Vyjadieme
zobecné rovnice ax+hby+c=0 proménnou Yy:
a

y:-Bx- % Dostavame tzv. smérnicovy tvar

rovnice piimky. Tuto rovnici piSeme obvykle ve

tvaru
y=tkerd,

kde k=tgj je tzv. smérnice pFimky (J je
orientovany Uhel, ktery svira ptimka s kladnou
poloosou Xx) a q je usek, ktery piimka vytina na

ose Y. Je-li  ptimka zaddna dvéma body
A=[a;a,]; B=[b;b,], pak projeji smémici plati:
Kk = bz - .
b-a

Mé&li ptimkarovnici y = kx+ q aprochézi-li bodem '

o souradnicich [x,; y,], dostavame po dosazeni
Yo =Ko +aP q=y, - ko,

p!

|

=y

1-7

-2-3

:g apolozime-li napt.

tedy y = kxty, - kg
Y- Yo =K(X- %)
3. Piiklad: NapiSmerovnici piimky, kterd prochazi body A=[3,7]; B=[-21].
ReZeni: Podle vy3e uvedenych vzorci je k = E "% -
]
A=[37]=[%;Y,], dostavame:
Y- Yo =k(X- X)
6
-7=—=(x-3
y c(x-9)

y:§x- 3x§+7
5 5
6 . 17

y=—=X+— (smérnicovy tvar)p 5y=6x+17P 6x- 5y+17=0 (obecny tvar).

5 5
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Usekovy tvar rovnice p¥imky: Obecnou rovnici piimky ax+by+c=0, kde ct 0, lze
zapsat ve tvaru

ax+by+c=0 Ji
ax+by=-c/:(-c)
ax by _ |
-c -C
c c 1 X
Pro a,b* O lze poloZit - —=p; - —=q a dostavame - o
a b P
tzv. Usekovy tvar rovnice primky: m
R
P q
Cisla p,q jsou Useky, které ptimka vytina na souradnych oséach.
4. Priklad: NapiSme obecnou rovnici 5. Piiklad: Preved’'me na Usekovy tvar
piimky, kterdna ose x vytina usek obecnou rovnici ptimky :
p=3 anaose y Usek q=-2. 3x- y+4=0
ReSeni: ReSeni:
XY - 3x- y+4=0
3 -2 3x- y=-4
-2X+3y=-6
X ¥
2x- 3y-6=0 4 -2
X Yy 4
—+2=1pb =- _ =4
47y p 3 q
3

Vzdalenost bodu od piimky: Uréeni vzddenosti bodu X,=[X,Y,] od ptimky
p° ax+by+c=0 spociva ve stanoveni velikosti usecky PX,, kde P=[p,; p,] je pata
kolmice spusténe zbodu X, na pfimku p. Vzhledem k tomu, Ze vektor n =(ab) je
norméovym vektorem piimky p, musi byt souc¢asné smeérovym vektorem primky q, kteréje
naptimku p kolma Jetedy n, =(a;b) =s,. ProtoZe navic X, =[x, Y11 g, je kolmice q
uréena parametrickymi rovnicemi

g% X=X, +at
y=Y,+bt
Vzddenost v libovolného bodu X =[x;y]T q od bodu X, =[x,; y,]T q je pak
Xyl g
VEJOG 6 H (Y- Yol = (At X))+ (Y, +bt- ) =V +D° =[t]Va’ +b7

Je-li X©°P (tj. XT pCq), musi tento bod spliiovat soucasné rovnice piimek p;q a pro
hodnotu parametru t tak mame:
a(x, +at) +b(y,+bt)+c=0
ax, +a’t +by, +bt+c=0
(a® +b)t =- ax, - by, -
__agthy,t+c
t=- 20 _J0_ 7
a’ +b?
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Dosazenim do vySe uvedeného vztahu pro vzdaenost dostaneme:

N R A T )

aZ+b? a’+b? Ja? +b?

Pro vzddenost v bodu X, =[X,;Y,] od ptimky p° ax+by+c=0 tedy plati

= @0 tby, +cl)

6) Piiklad: Urcemevysku v, v DABC , jelli A=[21];B=[6;-1]; C=[4;5].

ReZeni: Hledana vyska je vzddenost vrcholu A od piimky p© BC. Smérovy vektor této

uuu

piimky jenapt. BC=C- B=(4- 6;5+1) =(-2,6) aprotoze Bl p,je
pe x=6- 2t
y=-2+6t
Vyloucenim parametru dostaneme obecnou rovnici tvaru p° 3x+y- 16 =0, atedy
ax, +by, +c _[32+14-16_ 9 _9J10
Ja2+b?  JFE+2 V10 10

v=

NereSené ulohy:

1) Napiste parametrické rovnice piimky urcené bodem A avektorem u:

a) A=[7;-1; u=(3-4) b) A=[-2-3]; u=(0;4) ¢) A=[0;3]; u=(-7,0)

d) A=[0;0]; u=(%0).

2) Jsou dany body A=[5,2]; B=[37]; C=[-4;9]. Napiste parametrické rovnice piimky,
ktera prochazi bodem A rovnobézné s piimkou uréenou body B,C.

3) Zjistéte, zda dané body leZi naprimece x =1- t;y =3t:
a) A=[3-7] b)B=[0;3] c¢) C=[-518] d) D=[-14;-1].

4) Zjistéte vzgemnou polohu danych primek. JestliZze se protingji, najdéte jejich prasecik:
a) X=7-2s,y=3+sax=4-ty=3t b) x=5-355y=-3+s a x=20+9t;y=-8- 3.

5) Ngjdéte obecné rovnice primek:
a) X=-7+6t;y=3+2t b) x=3t;y=1- 2t ¢c) x=4- 3;y=t.

6) Rozhodnéte, zdabody A=[-31]; B=[7;2]; C=[0;5] leZi naptimce 4x- 3y+15=0.

7) Jaké podminky musi splinovat koeficienty a,b,c, aby primka ax+by+c=0
a) bylarovnobéznasosou x anesplynulasni?
b) bylaosou x?
c) bylarovnobéZzna sosou y anesplynulasni?
d) byla osou y?
€) prochazela pocatkem?

8) Napiste rovnici osy Usecky AB,jeli A=[-31]; B=[4;-73].

9) Napiste obecnou rovnici primky, ktera prochézi body:
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a) A=[-7:8:B=[3-2] b) M :g g
0 E=[39]:F =[-315]  d) G=[0;-3:H =[15- 3

A0
'3

ooII\J

20
N = §7,§

10) Naprimce 4x- 12y - 2 =0 nagdéte bod, ktery maod piimky 5x+12y+5=0 vzdaenost
v=3.

Vysledky:
a) x=-7+3t;y=1- 4t b) x=-2,y=-3+4t ¢) x=-7t;y=3d) x=t;y=0
2) x=2-T7t;y=5+2t 3)a)ne b)ano c)ano d) ne 4) a)riznobézky, P gll 257§

b) splyvajici rovnobézky 5) a) x- 3y+10=0 b) 2x+3y- 3=0c) x+3y-4=0 6) AC
lezi, B nelezi 7)a) a=0;,ct 0b)a=c=0c)b=0;ct 0d) c=0 8) 14x- 8y- 15=0

9) a) x+y-1=0b) 3x+276y- 205=0 c) x- 3=0d) y+3=0

70, é 14 31y

M,=5 ;-

10) M, =% 1 T

& 6l

7.4 Dvé primky v roving
Dvé primKy v roviné mohou mit nasledujici vzaemné polohy:

a) Primky jsou riznobézné - maji spolecny prave jeden bod (prasecik).
b) Ptimky jsou rovnobézné rizné - nemaji Zadny spolecny bod.
c) Primky jsou splyvajici - maji nekonecné mnoho spolecnych bodg.

1. Priklad: Ur¢eme prasecik piimek:
X+2y+1=0 b p° x=3+2t g° x=2-s c p° 7x-9y+2=09° x=6-2t

a
3x- y+2=0 y=1-t y=-1+s y =15t
Regent:
a) Prasecik dvou primek b) Opét reSime c) Parametrické vyjadieni
jako jgich spolecny bod soustavu rovnic piimky q dosadime do
musi  vyhovovat  obéma obecné rovnice piimky p:
rovnicim, feSime tedy 3+2t=2-s
soustavu C;VOU{OVS'C: +H(L-t=-1+9) 7(6- 2t)- 9(15t) +2=0
+2y+1=
X*ey 4+t=1 42- 14t- 135t +2=0
3X-y+2=0 _
7x+5=0 =3 =2
+ et =
X $=5 149
X=- E) Dosazenim do které Dosazenim zjisténé hodnoty
7 koliv parametrické parametru do parametrickych
Dosazenim napi. do prvni rovnice dostadvdme rovnic primky g dostdvame
rovnice pak dostaneme .2
: e P=[-34]. (6. o=g. x4 806
y=-=. Prisecikem je tedy 149 149’
bod P=x >;- = 149 149°
g 7 7H _ 6806 6601
P=a——nqu
€149 149H
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2. Priklad: UkaZme, Ze dané piimky jsou rovnobézné:

2x+3y-1=0 p° x=2-t q° x=3-2s _ p° x+2y+1=0qQq° x=-2t

a b) C
4x+6y+5=0 y =1+t y=4+2s y =3+t

Reseni:

Pokusme se zopakovat reSeni soustav z predchoziho piikladu:

2x+3y-1=0/%-2) 2-1=3- 2s -2t+2(3+t)+1=0
a) 4x+6y+5=0 b) +(1+t=4+2s) ¢) 7=0
7=0 3=7

Ani v jednom pripadé soustava nema teSeni. Soustavy jsme v3ak viubec fesit nemuseli, stacilo
s vaimnout normaovych, resp. smérovych vektori danych piimek. V pripadé a) jsou
normalove vektory n, =(2,3); n, =(4,6), normaove vektory a tedy i pfimky samotné jsou
rovnobézne. V pripadé b) jsou smérove vektory s, =(- L1); s, =(- 2;2) opét rovnobezné. V
pripadé c) je normalovy vektor prvni ptimky n, =(12), smérovy vektor druhé s, = (- 2,1).
Tyto vektory jsou navzaem kolmé, smérové vektory tedy musi byt rovnobézné.

3. Piiklad: Uréeme vzgemnou polohu piimek:

2x+y-1=0 p° x=3+5t q° x=-2-10s _  p° 2x+y-5=09° x=1-t

a b) o
6x+3y- 3=0 y=1-t y=2+2s y=3+2t
Regeni:
a) Druh&rovnice je trojnasobkem rovnice prvni, soustava ma tedy nekoneiné mnoho reSeni
aprimky splyvaji.
b) c)
3+5t=-2-10s 2(1- t)+(3+2t)- 5=0
1-t=2+2s/6 2-2t+3+2t-5=0
3+5t =-2-10s 0=0
5- 5t =10+10s
8=8

Takeé v téchto dvou piipadech dostdvame nekonetné mnoho eSeni — primky splyvaji.

JestliZe jsou dvé piimky raznobézné, svirgji spolu thel, ktery nazyvame odchylkou primek.
Tato odchylka je rovna Uhlu, ktery svirgji smérové resp. norméaové vektory téchto piimek.
Uhel dvou vektord vypocitame dle kpt. 7.2. Pro ptimky zadané obecnymi rovnicemi
ax+by+c =0, a,x+b,y+c, =0 dostavame pro jejich odchylku | vzorec

2, +bby| |
Jal +if & + b2

cosj =

Speciané pro dvé navzgjem kolmé primky plati

aa, +hbb, =0.
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Jednoduchou Upravou tohoto vztahu obdrzime ﬁ&:-l. Tyto zlomky jsou vSak

smernicemi k;; k, danych ptimek (viz predchozi kapitolu). Pro kolmé ptimky ve smérnicovém
tvaru tedy plati kk, =- 1.

Nei‘eSené ulohy:

1) Urcete prasecik piimek (pokud existuje):

a) 6x- by+25=0; x=-5+5t;y=-1+6t b) 3x- 7y+29=0; x=15+14t; y = 23+ 6t

C) 2x- 5y+6=0; 8x+15y+10=0 d) 2x+2y-7=0; x+9y- 14=0.

2) Urcete koeficient a tak, aby piimka ax - 3ay +5=0 prochazela prase¢ikem piimek
3x+2y-6=0; 5x- 7y+2=0.

3) Stanovte koeficient a tak, aby ptimka ax +4y - 9=0 bylakolmak primce
2x- 3y+7=0.

4) Napiste rovnici ptimky, kterd prochézi bodem B =[3;5] kolmo k ptimce 2x- 7y +3=0.
5) Vypoctéte odchylku piimek @) 2x- 3y+4=0; x- y+1=0b) 3x- 7=0; x+y+13=0.

Vydedky: 1) a) piimky splyvaji b) primky rovnobézné rizné c) riznobézky, P = g 2;%%

d) ptimky rovnobéznérazné 2) a :f—i 3) a=64) 7x+2y- 31=0 5) a) 11°51'11" b) 45°.

7.5 Kuzelosetky

Sestrojme fez rotacni kuzelové plochy rovinou r , ktera neprochazi vrcholem kuzelové
plochy. Dostaneme kiivku zvanou kuZzel ose¢ka. Podle vzg§emné polohy roviny r akuzelové

plochy je to kruZznice, elipsa, parabola nebo hyperbola. Jednotlivé piipady zachycuje
piipojeny obrazek.

kruznice elipsa pambufé; h.}-lne_rhnfa
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Kruznice: je mnoZina viech boda v roving, které maji od daného bodu (sttedu S) stalou
vzdaenost (polomér r). Kruznice, kterd ma stred v bodé S=[m;n], ma tedy rovnici (tzv.
stiedova rovnice)

(x- m)*+(y- n)*=r?|.

Pro stfed v pocéatku je tedy specidné x*+y? =r?. Stredovou
rovnici lze roznasobenim upravit narovnici obecnou:
X*+y*+Ax+By+C=0

Kruznice je ur¢enatiemi svymi body.

kruznice
1. Priklad: Uréeme rovnici kruznice, je-li zndm jgji stted apolomér: a) S=[0;-3]; r =2
b) S=[-11; r=1.

Refeni: a) (x- 02 +(y+3?=(v2) b 2 +(y+32=2 b) (x+1)?+(y- )? =1.

2. Piiklad: Ngjdéme stied a polomér kruznice: @) k© x>+ y? - 5x+4y =2
b) k° x*+y*+4x+6y+20=0
ReZeni: Rovnici kruznice doplnime na Gplny &tverec:
a) b)
&5 & &5 & X2 +y? +4x+6y+20=0
Z.BX+C—= +Y +4y+4=2+C—= +4
XX Y T §5 XC+AX+4+ Y2 +BY+9=-20+4+9
.2 2 X+2)2+(y+3)?%=-7
B 20 4 (y+2p=F 9 (
¢ 55 TV Egg
Tedy S=[25;-2]; r=35. Rovnice neni rovnici kruznice.

3. Priklad: Nadéme stied a polomér kruznice, kterd prochédzi body K =[5,5]; L=[31];
M =[0,0] .

ReZeni: Mé&li kruZnice prochézet zadanymi body, musi soutadnice téchto bodi vyhovovat
rovnici kruznice. Dosazenim napt. do obecné rovnice x* + y* + Ax+ By +C =0 tak obdrzime
pro nezndmé koeficienty A, B,C soustavu tii rovnic:

KI k: 5°+5°+5A+5B+C=0 Z podedni rovnice je okamzité C =0, je tedy
LT k: F+1°+3A+B+C=0 5A+5B:-50i)D A=0B=-10
MT k: 02+0? +0A+0B+C =0 3A+B=-105

K ruznice ma tedy obecnou rovnici x* +y*- 10y = 0. Jejim doplnénim na étverec dostaneme
x> +y?-10y+25=25b x*+(y- 5)*=25.Jetedy S=[0;5]; r =5.

Elipsa: Je mnoZina v3ech bodu v roving, které maji od danych dvou bodi (ohnisek E,F)
staly soucet vzdalenosti (2a) — viz pripojeny obrazek na dalsi strané.

Pro libovolny bod M elipsy tedy plati IME|+|MF|=2a. Spojnici libovolného bodu elipsy
sohniskem nazyvame pravodi¢. Stied S Usecky EF nazyvame stiedem elipsy. Body A B

jsou hlavni vrcholy elipsy, plati |[SA=|SB|=a, a je hlavni poloosa. C,D jsou vedlgsi
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vrcholy, plati |[SC|=|SD[=b, b je vedle&i polo-
osa, |ES =|FS/=e — vystirednost (excentricita)
eipsy. Dde je a’=b*+e’, |EC|=|FC|=
|[ED|=|FD|=a. Elipsa se sttedem v bodg
S=[m;n], hlavni poloosou a rovhobéznou s osou
x avedlgsi poloosou b rovnbobéznou s osou y
marovnici (tzv. sttedovarovnice €elipsy)

X _ 2 _ 2
CHUNCAR)
a

2 2
Pro stied v pocatku je tedy specidné X—+§:1. Plati a3 b>0. Jeli a=b, dostavame
a

2

specidné kruznici se sttedem S a polomérem r =a=b. Jeli hlavni poloosa a rovnob&zna

2 2 2 2
X-m -n X
( b2) +(y 2) =1, resp. F+y_2:1'
a a
Stredovou rovnici |ze roznasobenim upravit narovnici obecnou:

Sosou Y, je

AX’ +By*+Cx+Dy+E=0; A>0, B>0,

kde pro A=B se specidné opét jednd o kruznici.

4. Priklad: Zjistéme, zda rovnice 3x*+2y*+6x-5=0 je rovnici elipsy s osami
rovnob&znymi se souradnymi osami. Je-li tomu tak, uréeme stied a poloosy.
ReSeni:
3x*+2y*+6x- 5=0
3YX*+2X)+2y* +6x=5
3YX*+2x+1) +2y* +6x=5+3
3x+1)*+2y*=8/:8
2 2
3Xx+1) L2y -1

8 8
2 2
—3><X8+1) +Y =1,
3

Jedna se tedy o elipsu se sttedem S=[- 1:0] apoloosami b=~/4=2; a:\/g, hlavni osa je

rovnobéZnasosou Y.

Hyperbola: je mnoZina vSech bodi v roving, které maji od danych dvou boda (ohnisek E, F)
stalou absolutni hodnotu rozdilu vzddenosti (2a) — viz piipojeny obréazek.

Pro libovolny bod M hyperboly tedy plati [IME|- IMF||=2a. Spojnici libovolného bodu

elipsy s ohniskem nazyvame priavodi¢. Stied S Usecky EF nazyvame stiedem hyperboly.
Body A,B jsou hlavni vrcholy hyperboly, plati [SA =|SB|=a, a je hlavni poloosa. C,D
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jsou vedlg§i vrcholy, plati [SC|=|SD|=b b je
vedlg& poloosa, |[ES=|FS=e, e je
vystirednost (excentricita) hyperboly. Dale je
e =a’+b*. Hyperbola se sttedem v bodg
S=[m;n], hlavni poloosou arovnobéznou s

E osou x avedlgsi poloosou b rovnbobéznou s
0Sou Yy ma rovnici (tzv. stfedova rovnice
a hyperboly)
€ X
i (x-m)?® (y-n)’
hyperbola Z B =1.

S . X , ] s
Pro stied v pocatku je tedy specidné —; - b =1. Jeli hlavni poloosa a rovnobézna s osou
a

2 2
y
W2
2 2
(- m? _ (y- X

n°® _
b 2 P

hyperboly se smérnicemi +— se nazyvai asymptoty. Je-li a=b, nazyvame hyperbolu
a

2
+§:1_ Piimky a;a, prochazejici stiedem

y’je'

rovnoosou. Oto¢ime-li rovnoosou hyperbolu se stiedem v pocétku okolo tohoto pocatku

0 45°, prejde jgi rovnice do tvaru y:E — takto otocena rovnoosa hyperbola je grafem
X

nepiimé Umernosti.
Stiedovou rovnici hyperboly 1ze roznasobenim upravit narovnici obecnou:
AX*- By’ +Cx+Dy+E=0; A>0,B>0
pro hyperbolu s hlavni osou rovnobéZnou s osou x, resp.
- A +By*+Cx+Dy+E=0; A>0,B>0
pro hyperbolu s hlavni osou rovnob&znou sosou .

5. Priklad: Zjistéme, zda rovnice 9x*- 16y”- 36x+32y-124=0 je rovnici hyperboly
svosami rovnobéznymi se souiadnymi osami. Je-li tomu tak, urceme jgji stied a poloosy.
ReSeni:
9x’ - 16y° - 36x+32y- 124=0
9XX*- 4X)- 16X y? - 2y) =124
9XX* - 4x+4)- 16Xy’ - 2y+1) =124+36- 16
9Xx- 2)* - 16x=144/:144
9xx+1)* 16(y-1)° 1
144 144
(x-2° (y-1°_,
16 9

Jedna se tedy o hyperbolu se stiedem S=[2;1] a poloosami a=4;b=3, jgi hlavni osa je
rovnobéZna s osou X.
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Parabola: je mnoZina v3ech bodu v roving, které maji od dané primky (fidici ptimka d)
adaného bodu, ktery na této piimce neleZi (ohnisko F ), stejnou vzdalenost — viz pripojeny
obrézek.

Kolmice spusténa z ohniska na fidici primku se nazyva osa paraboly, vzddenost p ohniska
od fidici ptimky se nazyva parametr paraboly. Stred Usecky urc¢ené ohniskem a prasecikem
osy paraboly se tidici pfimkou se nazyva vrchol paraboly. Parabola, jgiz vrchol ma
souradnice V =[m,n] aosaje rovnob&éZnasosou X, marovnici

y .
n)2=2p(x- |0 F=5m+P:nd.
(y- 1)’ =2p(x- m)|0 F =gm+_ing
- 2:_2 - 0 F:e _B’ lil’
(y-n) p(x- m) gn- g
je-li osajerovnobéZznas osou y, pak
n_
d (x- n)?=-2p(y- m|0U F :gm
; X -n)?=2 - @] F:g ) +£li|
m (x- ) =2p(y-m)| 0 F =gnn+_

parabola

Jedna se o tzv. vrcholové rovnice paraboly. Speciané pro vrchol v pocétku prejdou tyto
rovnice natvary:

Yy =2px;  y*=-2px; X=2py; X =-2py.
Roznésobenim mocnin ve vrcholovych rovnicich paraboly s vrcholem V =[m,n] obdrZime
obecnou rovnici paraboly, kteraje tvaru
y*+Ax+By+C=0; A1 0 pro osu rovnobéznou S 0sou X, resp.
x*+Ay+Bx+C=0; A1 0 pro osu rovnobéznou Sosou Y .

5. Piiklad: Zjistéme vrchol, ohnisko, parametr a polohu paraboly y? - 4x+6y+1=0.

Regeni:
y*- 4x+6y+1=0
y>+6y=4x-1
y>+6y+9=4x-1+9
(y+3)* =4(x+2).

Vrchol parabolytedyjev =[m;n] =[- 2;- 3], osaparaboly jerovnobéZznasosou x, p=2,

F—ém+ [l 3.
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Nei‘eSené ulohy:
1) Napiste rovnici kruznice, kterd ma stied v pocétku a prochézi bodem a) A=[- 3;4]
b) B=[-12;5].
2) Napiste rovnici kruznice, kterdmastied S=[2;3] aprochazi bodem M =[-1,7].
3) Zjistéte, zda dané rovnice jsou rovnicemi kruznice, pokud ano, ngjdéte stiedy a polomery
a) X*+Yy*- 2x+4y=4 b) 3x*+3y*+8x-6=00¢) X*+y*+x=0d) x¥*+y*+2y+1=0
4) Napi&te rovnici kruznice, kterd prochazi body A=[5;1]; B=[0;6]; C=[4;-2].
5) Napiste rovnici elipsy, kteraméahlavni osu v ose x avedlejSi osuv ose vy, je-li dano
a) a=5b=3b) a=13e=12c) a+b=9,e=3.
6) Zjistéte poloosy elipsy a) 16x° + 25y =400 b) 4x*+9y* =36 ¢) x*+4y* =16 .
7) Zjistéte, zdajde o elipsu, pokud ano, udejte stied, polohu os a poloosy:
a) 9x° +25y® - 54x- 100y - 44=0 b) 4x*> +25y* - 24x+100y +139=0
C) 7x* +5y%- 28x+38=0 d) 9x*+y*+9x- 4y =0 €) 9x* +4y*- 36x+72y+360=0.
8) Ngdete rovnici hyperboly o stiedu S=1[0;0], je-li
a) a=8b=4 b)a=4e=5 c¢) b=3e=5.
9) Zjistéte, zdajde o hyperbolu, pokud ano, udejte stied, polohu os a poloosy:
a) - 9x* +16y* +90x+64y- 305=0 b) x*- y*+6x- 8y-107=0
C) 9% - 4y* +36x+8y+32=0.
10) Napi éte rovnici paraboly, kterdmavrchol v pocéatku a ohnisko v bodé

a) F= 8 oé b) F=[-30] ¢) F=[0:-1].

11) Napi&te rovnici paraboly, ktera mavrchol v po¢atku a prochazi bodem A=[2;6].
12) Ur¢ete vrchol aohnisko paraboly a) y?- 7x- 6y-19=0 b) x*- 8x- 3y+10=0
c) x*- 10x- 9y+61=0.

Vysledky:

1) a) x2+y2=25 b) x*+y* =169 2) (x- 1)*+(y-3?=25 3)a) S=[L-2];r=3
1 e 1 1 , ., . .

b S— u 4 C) S= — d) neni rovnici kruznice

) S=g 3 J_ ) S=g 5 H =>d

4) X2+ y? - 2y- 24 =0 5) a) 9x2 + 25y? = 225 b) 25x2 +169y? = 4 225 ¢)16x% + 25y2 = 400
6) @ a=5b=4 b) a=3b=2 c) a=4b=2 7) a) S:[32]'a:5'b:6' hlavni osa
é 1 .
,2 b— ; hlavni osa
g 2%° 6’
rovnobéZznad s y €) pouze bod [2-9]. 8) a) x*- 4y*=64 b) 9x% - 16y* =144 ¢)
x*-16y*=144 9) a) S=[5-2;a=3b=4; hlavni osa rovnobézna s y b)
S=[-3-4];a=b=10; hlavni osa rovnobézna s x c) neni hyperbola 10) a) y*=6x b)
é 4
3,
€ 9"t

rovnobéZznd s x b) neni elipsa ¢) neni elipsa d) S=

y>=-12x ¢) x*=-4y 11) x° ——y y?=18x 12)a) V =[-43|;F =

0 V=[54]:F =520

b) V =[4;-2;F & 24

é
34’8
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7 Analyticka geometriev roviné

Myslim, tedy jsem.
(René Descartes)

7.1 Usetka

V kapitole 5.1 jsme zavedli pojem souiadnice v roviné pro potieby konstrukce grafa funkci.
Pomoci soutadnic Ize ovSem popisovat i geometrické Utvary. Tuto metodu pouZil poprvé
francouzsky matematik a filozof René Descartes, ktery je povazovan za zakl adatel e anal ytické

geometrie. Tato matematickd disciplina popisuje
Y L=/ bj;bz ./ geometrické Utvary pomoci apardtu aritmetiky
aagebry prave prostiednictvim souradnic.

b
apl ; Délka usetky AB (vzdaenost boda A,B): Jeli
A=lapay] brap A=[a;a,], B=[b;b,], pak
a b A8 =l-a) +0,-a))
délka usecky

Stied Usetky AB, kde A=[a;a,]; B=[b;b] je

by B =[b:b] bod S=[s;s,]1 AB takovy, e |SA =|SB|:
_ath _ _a+th
S 5 S 5 |

‘ | ! Priklad 1.: Jsou dany body A=[-4;-2], B=[-35].
% % BT Ureete bod C tek, aby lezel na ose y a DABC by
stfed tisecky rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou AB.

ReSeni: Hledané souradnice oznaéme C =[c;c,]. M&li byt CT y, musi byt ¢, =0, tedy
C =[0;c,]. M&li byt ddle |AC| =|BC|, dostavame:

V42 +(c,+2)7 =43 +(c,- 5 /( )?
16+C> +4c, +4=9+c; - 10c, + 25
14c, =14
c, =1

Zkouskou se snadno piesvédcime, Ze jsme skutecné nadli koien rovnice, hledany bod ma tedy
souradnice C =[0;]] .

7.2Vektory v roviné
V kpt. 6.8 jsme zavedli pojem orientované Gsecky, na ktery nyni navézeme.

Vektor: je mnoZina v3ech shodnych souhlasné orientovanych Usecek. Oznacujeme ho bud’
tucné u nebo (spise v ru¢né psaném textu) Sipkou u .
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uuu

Libovolnou orientovanou Usecku AB vektoru u (tj.

jeli ABT u) nazyvédme umisténim, popt.
reprezentantem tohoto vektoru. Reprezentujeme-li

uuu

vektor u Usetkou AB, iikame, Ze jsme vektor u

uuu

umistili do bodu A. Misto ABT u pieme obvykle

AB =u. Jetieba s vSak vzdy uvédomit, Ze na prave
strané této ,symbolické rovnosti“ je vektor
(mnoZina) a na levé jeho umisténi (prvek této

vektor a jeho umisténi
mnoziny). Pripoustime i tzv. nulovy vektor jako mnoZinu vech Usecek , nulové* délky, tj.
0=AA.

Velikost (délka) vektoru: velikosti (délkou) vektoru u rozumime velikost (délku) jeho
libovolného reprezentanta. Znagime |u|. Vektor, jehoz velikost je rovna jedné, nazyvame
jednotkovy vektor.

Soucet bodu a vektoru: Umistéme vektor u do bodu A a koncovy bod tohoto umisténi
oznaéme B. Bod B nazyvame souctem bodu A avektoru u, znatime B = A+v. Vektor u
nazyvame rozdilem bodi B; A (v tomto poradi), znatime u = B- A.

Nasobeni vektoru redlnym &islem (skalarem): Necht k1 j je libovolné redlné ¢islo, u
libovolny vektor. Soucinem ¢idla k a vektoru u rozumime vektor k>u, rovnobézny
souhlasné (pro k > 0) resp. nesouhlasné (pro k < 0) svektorem u. Velikost tohoto vektoru je
lkI¥ul. Specidng: jeli k=-1, je kxu=-1xu=-u. Tento vektor nazyvame vektorem
opacnym k vektoru u.

O souhlasné, popt. nesouhlasné rovnobéZnych vektorech fikame, Zze
- jsou kolinedrni
uuu uuu

- lezi v jedné piimce (je-li totiz u= AB; v=AC; u=kxv, pak body A B,C
leZi natéze piimce)
Soucet dvou vektora: Necht u; v jsou dva

uuu

libovolné vektory; u = AB. Umistéme vektor v

v /V V do bodu B, koncovy bod tohoto umisténi
oznaéme C, tj.v = BC . Souc¢tem vektorid u; v
A u B u rozumime vektor u+v = AC.

soucet vektori

Tuto definici  souctu vektora znédzoriuje
pripojeny obrézek vlevo. P¥i konstrukci souctu dvou
vektori se ¢asto pouziva tzv. doplnéni na rovnobéznik
(viz obrézek vpravo).

Mé&jme dva nekolineérni vektory e;;e,, tj. dva nenulové
vektory, které nelezi v jedné primce. Pak kazdy vektor u
v roviné lze vyjadiit ve tvaru u=ue +u.e,, kde

u=23e,+2e¢,

¢
u;u,l j . Rikame, Ze jsme vektor u zapsai ve tvaru
¢ linearni kombinace vektoru e ;e,. Usporadanou dvojici
linedrni kombinace vektorii [e;e,], nazyvame bazi, vektory e;e, bazové
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e, e,
€
soufadnice vektoru €
v riiznych bdzich
Y B
2 - . L L L L L L L L L L L -
- |
u= AB |
! 7{ :
| 3
> | |
A 1 / 2 3

soufadnice vektoru v kartézsicé soustavé

vektory, ¢isla u;;u, T j nazyvame
souradnice vektoru u v bézi
[e;e,]. Pisemepak u = (u;;u,).

Dvojici navzgem kolmych vektora
nazyvame ortogonalni bazi, jsou-
li  navic oba tyto vektory
jednotkové, hovoiime o ortonor-
malni bazi. Slozky ortonormdni
baze znatime vétSinou i,j. Dée
budeme pracovat vyhradné s touto
ortonormani béazi.

Uvedme nyni do souvislosti takto zavedené
souradnice vektoru v ortonormani bazi
skartézskymi  soufadnicemi, které jsme
zavedli v kpt. 51. a se kterymi jsme
pracovali rovnéz v kpt. 5.1. Jeli rovina
opatrena kartézskou souifadnou soustavou
(O,x,y), lze zvolit ortonormani bézi [i,j],
kde bazové vektory jsou rovnobézné se
soutadnymi  osami. Umistéme libovolny
vektor do pocatku. Jeho soufadnice jsou
rovny kartézskym souradnicim koncového
bodu tohoto umisténi. Pak je napi: i =(130);

uuu

J:(O,l) Je-li u=AB; A:[O;O];

B=[32], je u=(32). Jeli obecn¢ A=[a;a,]; B=[b;b]; C=[c;c,]; u=(u;u,);

uuu

v=(v;v%,); u=AB,je

IVl =V +V2

u=B- A=[b;b]-[a;a]=(- a;b, - a,) =(u;u,)
V=(V;V,) =V +V,

kou =kxu;u,) = (kug; ku,)

-U = - (UU,) = (- Ug-Uy)
U+V=(U;U,)+(v;V) = (U + VU, +V,)
CHu=[c;C]+(u;u,) =[¢ +U;;G +U,]

1. Piiklad: Jedano k =2; v =(3,5). Uréeme vektor u =k xv.
ReZeni: u=kxv =2xv =2X3,5) = (23,2>5) = (6;10) .

2. Priklad: Ur¢eme souradnice vektoru u = AB, kde A=[3,7]; B=[-12].

Refeni: u=B- A=(-1- 32- 7)=(-4-5).

3. Piiklad: Zjistéme, zdabody A=[-210]; B=[7,3]; C =[15] lezi najedné piimce.

uuu

ReZeni: PoloZme  u=AB=B- A=(7+23-10)=(9;-7);

uuu

v=AC=C- A=(1+25-10)=(3-5)
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ProtoZe vektor v neni nasobkem vektoru u, body A,B,C nelezi najedneé primce.

4. Priklad: Ur¢eme soucet arozdil vektora u =(3;-2); v=(18).
Resent: u+v=(3-2)+(8) =(3+1-2+8)=(4;-6),
u-v=(3-2)- (18 =(3-1%-2-8=(2-10).

5. Priklad: Uréeme souradnice téZisteé trojuhelnika ABC, jelli A=[12]; B=[31];
C=[53].
ReSeni: TéZide T lezi napt. natéznici t, = AS,, kde S, je stied Usecky BC . Je tedy
S = _éb +c b +c,u_é3+5 1+3u
""8 2 " 2 HE2 2H
AS, =S - A=(4-12- 2)=(30).
wr o uwur 9 u
Teziste T rozdéli teznici AS, tak, ze AT —§><AS ——>(3 0) =(2,0). Protoze AT =T - A,

=147,

jeT= A+ AT =[12]+(20) =[3,2].
ReSme priklad 5 obecné pro vrcholy A=[a;;a,]; B=[b;b,]; C =[c;c,]:

S _€éb+q b +cu

“"8 2 " 2 H
AS =S, - A=ERTG_ DG 0 ah¥G-23 b,*G- 28,0
&2 Yo 2 2 2 2
lk_ll[zgxlkglr_2>%@l+cl 2a, b2+(:2 2a20 ab +c - 2a b2+(:2 2320
3 2 5 & 3 3 p
AT - 23, b,+c,-28,6_6  b+g-2 re,- 2a,0
T=A+AT = [ala2]+ Cl3 ai;bz 23 aZB:A +bl C13 a1;a2+bz 023 azaz

_€3a +th+c-2a 33,+b, +c,- 23,0_¢éa th +c a,+b +c,0
& 3 ’ 3 H & 3 3 G

Uhel dvou vektori: Uhlem dvou nenulovych vektori rozumime Ghel, ktery sviraji jejich
reprezentanti. Uhel vektord, z nichz alespon jeden je nulovy, se nedefinuje.

Skalarni sou¢in: Skaldrnim sou¢inem dvou nenulovych vektora u; v rozumime ¢islo u xv
pro které je

=[u| ¥v| xcosj

kde ) jeuhel vektori u; v. Skalarni soucin vektori u; v, z nichZ alespon jeden je nulovy,
jeroven nule.

Vlastnosti skalarniho soucinu:

(kxu) xv =k xu| ¥v|xcosj =k xJul%v|>cosj ) =k xuxv),
(U+V)xw =(u+vVv)xw.

Jsou-li  vektory u;v  kolinedrni, je j =0P cosj =1b uxv =|ul%v|>xcos] =|ul%v|.
Specidng usu =|ul%ul =ul®.
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Jsou-li vektory u;v ortogondni, je j :%D cosj =0P ux»v =|u[®v|>cos] =0.

Je-li u=(u;u,)=ui+u,j; v=(v;Vv) =Vvi+v,j,je
uxv = (Ul;uz) >(V1;Vz) = (Uli + uzj) >‘(V1i +sz) =uVv X X VA X X Tuv, X+ u,Vv, XX .

Vektory i;j jsou ortogonalni, jetedy i =jx =0. Protoze i % =i|* =1; j ¥ =|j|" =1, je

UV = Uy, +U,V, |

Zname-li souradnice vektori, mizeme snadno zjistit jgich uhel: jeli u=(u;u,);
V=(v;\,),je

ulvl + l"IZVZ

2 2 2 2|
\/Ul +U; x\/Vl TV,

uxv =|ul¥v|xcosj b cosj :ﬁb cosj =

6. Priklad: Uréeme vektor v, ktery mavelikost [v| =5 aje kolmy k vektoru u = (16;12) .
ReSeni: Skalarni sougin dvou kolmych vektori je roven nule: uxv =uyv, +u,v, =0. Ze

zadané velikosti hledaného vektoru je: V7 +V; =5. Pro neznamé souradnice v;;Vv, vektoru
v tak mame soustavu dvou rovnic:
uv, +u,v, =0

2 2 —
V; +Vv; =5

Do prvni rovnice dosadime zndmé souradnice vektoru u = (16;12) :

16v, +12v, =0,
vyjédiime napi. v, : v, =- 1%/2 =- %

a dosadime do druhé rovnice pro velikost vektoru:

.2

9V L2 =25
16
9v; +16>; _ -
16
253/ -
16
v, =16
vV, =4

Po dosazeni do rovnic pro skalarni soucin je:

16v, +12X(4) =0P 16v,[£[48=0P 16v, =[m[48P v, =m3.

151



V tomto z&pisu jsou skryty dvé rovnice (jedna pro v, = +4, druhapro v, =-4). Vaimnéte s
pirehozeni znaménka (v rémecku) pii prevodu z jedné strany rovnice na druhou. Uloha mé dvé
reSeni: v, =(4,-3); v, =(-4;3) (pti zapisu feSeni je tieba brat soucasné vzdy jen horni nebo
jen dolni znaménka).

< 7. Priklad: Dokazme kosinovou vétu uzitim skalérniho

soucinu vektorta

ReZeni: V kpt. 6.6. jsme dokazovali kosinovou vétu
b a »Synteticky” (bez pouziti soutradnic). Chgpeme-li strany

trojuhelnika jako vektory, je dikaz velmi jednoduchy:

4 ¢®=c*=(b- a)?® =b*- 2ab+a’ =b*- 2abcosg +a’

NereSené ulohy:
1) V pravidelném Sestithelniku ABCDEF je B- A=u; E- A=v. Pomoci u;v vyjadiete
ayD-C b)E-Dc)F-Ed) A-Fe C- A.

2) Ur¢ete |;m; n tak, aby vektory x;y byly kolinearni (rovnobézné):
a X=3u-v+w; y=u+nmv+nw b) x=-2u+3v+mw; y=Ilu- 6v+2w.

3) Vektory u;v svirgi thel j :% amaji velikosti |u| =+/3;]v| = 1.Vypoctste velikosti a tihel
vektori u+v;u- v.

4) Urcete Uhel vektord u;v ; jestlize |u| =5|v|=8|u- v|=7.

5) Vypoctste |u - V|, kdyZ |u| =13 |v| =19;|u + v| = 24.

6) Vypoctéte obsah a velikosti vnitinich thla DABC , je-li
a) A=[G0;B=[71;C=[26] b) A=[23];B=[-42];C=[9-3.

7) Urgete Ghel dhlopiicek stytthelnika ABCD , je-li
A=[52];B=[-16];C=[-3-2];D =[2-5].

8) Vypoctéte velikosti vysek DABC , je-li
a) A=[52];B=[15;C=[-21] b) A=[7;8];B=[5-2];C=[-3-6].

Vysedky
la)v-u b)-u ¢)-v d) u-ve u+v 2)a)m:-%;n:% b) | =4,m=-1
3) |u+v|=+7; Ju-v|=1; | =40°54' 4) ] =60° 5) 22 6) @) S=20; a =g =6326";

b =53°08' b) 5:6—;; a =104°37'; b =47°36'; g=27°47' 7) w=84°42' §8) a)

5 18 18 18
55 =42 b) —+/5,—+/74;—+/26
2\/_ ) 5 V5 37 13
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7.3 Pfimkav roviné

Pomoci soufadnic bodi mizeme Ciselné charakterizovat rizné geometrické Utvary. Napt. pro
soutadnice kazdého bodu L =[x;y] v 1. kvadrantu plati x3 0; y3 0. Rikédme, Ze tyto
nerovnosti charakterizuji 1. kvadrant, resp. Ze jsou jeho analytickym vyjadienim. Podobné
anaytickym vyjadienim piimky rozumime kazdy piedpis, kterému vyhovuji souradnice
libovolného bodu této primky a Zzadné jiné.

Uvazujme nyni libovolnou piimku p. Zvolme libovolny bod AT p a libovolny nenulovy
vektor u rovnobézny s primkou p. Pro libovolny bod ptimky X ptimky p oznaéme
v=X- A. Vektory u; v jsou rovnobézné, vektor v je tedy nasobkem vektoru u, ftj.
existujeredlné¢ido t takove, ze v =t xu. Jetedy

v=X-A

v=txu b X-A=txub [X=A+tal|; t] j.

Posledni rovnici (v ramecku) nazyvame parametrickou rovnici p¥imky. Cislo t nazyvame
parametr bodu X . Probih&li parametr vSechna reana cida, probiha prislusny bod X celou
primku p.

Geometricky vyznam parametru t: UvaZzujme reprezentanta vektoru u s pocétkem v bodgé
A, koncovy bod tohoto reprezentanta oznacme B .

1) Bod X maod bodu A vzdaenost | AX| =|t|¥ul =[t| X AB|. Je-li tedy specidlné vektor u
jednotkovy, tj. lul =|AB| =1, jet =1.

2) Je-li t3 0, pak bod X lezi napoloptimce AB. Specidnéprot=1je X° B,prot=0 je
X A.

3) Jeli t £0, pak bod X leZi na poloptimce opacné k uAullf%.Speciéulné prot =0 je opét
X A.

ZapiSme parametrickou rovnici X = A+t>xu v soufadnicich. Jeli X =[x y]; A=[a;a,];
u = (u;u,), dostavame:

[yl =[a;a,] +tx(u;u,)

[X ¥l =[a;a,] + (tu;tu,)

[ y] =[a +txu;a, +txu,]

JestliZze se vSak dle posledni rovnice maji rovnat dva body, musi se rovnat jejich souradnice.
Dostdvame tedy dvojici parametrickych rovnic

X=a +1, 41 s
y=a,+tx,| 1

1. Priklad: Jsou dany body A=[1;2]; B =[4;8]. Urcete parametrické rovnice

a) primky AB b) poloptimky AB C) Usecky AB d) poloptimky BA .
ReSeni: Ve v&ech pfl’pe;glfch budeme potiebovat smérovy vektor. MiZeme polozit
u=B- A=(36).Pakje AB° X = A+txu; tl j ;coZrozepsano do soutadnic je:
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DAullé 0 x=1+3% -
a) N o I
y=2+6%
b) Rovnice budou stejné, pouze podle vyse uvedeného bodu 2) musi byt t 3 0, tedy
0 yw=
AB® X=1+3x. ;o
y=2+6%
c) Rovnice budou opét stejné. Opét podle bodu 2) musi byt t3 0. Pro t=0 je X° A,
srostoucim parametrem se proménny bod X vzdaluje od bodu A. ProtoZze u=B- A, je
podiebodu?2) X ° B prot=1. Jetedy
AB° x=1+3% .
;1 (0,1
y=2+6%
qzufleﬁeni piipadu b) svadi k zavéru, Ze rovnice poloptimky BA budou
0 x=1+3%
y=2+6
To ovSem neni spravné, nebot’ se v tomto pfipadfmjedné o rovnigi“ polopiimky opa¢né

uuu

k poloptimce AB, coZz samozigimé neni polopiimka BA . Polopiimka BA ma pocatek v bodé
B, musi tedy byt
BAC x=4- 3%

y=8- 63

t£O0

t3 0

Poznédmka: Pokud jde o rovnici ptimky, nezdleZi ani na velikosti ani na orientaci smérového
vektoru. Pro t1 j jsourovnice

X=1+3% x=1+t x=1-t

y=2+6x y=2+2t  y=2-2t
rovnicemi téze primky. U polopiimky samoziggmé zalezi na orientaci smérového vektoru -
jestlize ji ménime, pak ménime polopiimku v poloprimku opacnou. Chceme-li vyjédrit tutéz

polopiimku, musime se zménou orientace smérového vektoru souc¢asné zmeénit znaménko
parametru, napr:

BA© x=1+3 BA© x=4 BA© x=4
X=1E3 g0 X=4rL g0 =41 s
y=2+6% y=8+2x y=8-2%

Obecna rovnice primky v roviné: Uvazujme piimku vyjadienou obecné parametrickymi
rovnicemi

X=a +ix t1

1 i'
y=a, +tx,

Z této soustavy dvou linearnich rovnic vyloucime parametr:
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X=a +txy /»u,
y:a2+t>uzl>(-ul)
u, X =u,a, +t>U1 U,
-U Yy =- U, - T, U,
UX-Uy=ua - ua,
U X- WY- Ua +ua, =0

Posledni rovnici vétsinou piseme ve tvaru

lax+by+c=0|, kde a,b,cT j

anazyvameji obecnou rovnici primky v roving.

Z predchozi Upravy je ziggme, zev tomto tvaruje a=u,; b=-u,. Je-li u = (ul; uz) smérovy
vektor primky aoznasime-li n = (a;b) =(u,;-u,), je

n>u = (u;u,) qu,;-u) =uu, - u,u, =0
Vektory n;u jsou tedy na sebe kolmé. Vektor n = (a;b) nazyvame normalovym vektorem
pirimky.
Prevod parametrickych rovnic na rovnici obecnou je v konkrétnich piipadech vétSinou
jednodussi:

1. Priklad: NapiSme obecnou rovnici primky zadané parametrickymi rovnicemi:

X=-7+6t
y= 3+2t/8
X=-7+6t
-(By= 9+6t)
Xx- 3y=-16
Xx- 3y+16=0

Lze také vyuZit toho, Ze koeficienty a,b v obecné rovnici jsou souradnicemi normalového
vektoru: Je-li

I X=-7+6t

ly= 3+2t’

pak smérovy vektor je s=(6;2) anormdovy n =(2;- 6). Obecna rovnice této primky je tedy
2x- 6y +c=0. Koeficient ¢ ur¢ime z podminky, Zze bod A=[-7;3] leZi na hledané primce
a jeho souradnice musi tedy obecné rovnici vyhovovat: 2X-7)- 6X3+c=0p c=32.
Hledanarovnice jetedy 2x- 6y+32=0 (mazZzeme pak samozigimé jeste vydélit dvéma).

pO

2. Priklad: Napisme obecnou rovnici piimky, ktera prochazi body A=[3,7]; B=[-2]1].
Resen:

a) Pomoci parametrickych rovnic: Smérovym vektorem je vektor

s=B- A=(-2- 31- 7) =(-5;- 6) aptimka prochézi napt. bodem A=[3;7]. Jetedy:
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Xx=3- 5t/>6
y=7- 6t/4-5)

6x- 5y =- 17

6x- S5y+17=0

b) Pomoci normé ového vektoru: Smérovy vektor je s= B- A= (-5;-6), normaovy tedy
n = (6;- 5) . Pfipomeime, Ze n>s =0, proto je tteba zameénit souradnice au jedné z nich
zménit znaménko. Obecnarovnice je 6x- 5y +c¢ =0 aprotoze napt. Al p, je

6X3- 5X7+c=0pP c=17.Hledanarovnicejetedy 6x- 5y+17=0.

Smérnicovy tvar rovnice primky: Vyjadieme
zobecné rovnice ax+hby+c=0 proménnou Yy:
a

y:-Bx- % Dostavame tzv. smérnicovy tvar

rovnice piimky. Tuto rovnici piSeme obvykle ve

tvaru
y=tkerd,

kde k=tgj je tzv. smérnice pFimky (J je
orientovany Uhel, ktery svira ptimka s kladnou
poloosou Xx) a q je usek, ktery piimka vytina na

ose Y. Je-li  ptimka zaddna dvéma body
A=[a;a,]; B=[b;b,], pak projeji smémici plati:
Kk = bz - .
b-a

Mé&li ptimkarovnici y = kx+ q aprochézi-li bodem '

o souradnicich [x,; y,], dostavame po dosazeni
Yo =Ko +aP q=y, - ko,

p!

|

=y

1-7

-2-3

:g apolozime-li napt.

tedy y = kxty, - kg
Y- Yo =K(X- %)
3. Piiklad: NapiSmerovnici piimky, kterd prochazi body A=[3,7]; B=[-21].
ReZeni: Podle vy3e uvedenych vzorci je k = E "% -
]
A=[37]=[%;Y,], dostavame:
Y- Yo =k(X- X)
6
-7=—=(x-3
y c(x-9)

y:§x- 3x§+7
5 5
6 . 17

y=—=X+— (smérnicovy tvar)p 5y=6x+17P 6x- 5y+17=0 (obecny tvar).

5 5
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Usekovy tvar rovnice p¥imky: Obecnou rovnici piimky ax+by+c=0, kde ct 0, lze
zapsat ve tvaru

ax+by+c=0 Ji
ax+by=-c/:(-c)
ax by _ |
-c -C
c c 1 X
Pro a,b* O lze poloZit - —=p; - —=q a dostavame - o
a b P
tzv. Usekovy tvar rovnice primky: m
R
P q
Cisla p,q jsou Useky, které ptimka vytina na souradnych oséach.
4. Priklad: NapiSme obecnou rovnici 5. Piiklad: Preved’'me na Usekovy tvar
piimky, kterdna ose x vytina usek obecnou rovnici ptimky :
p=3 anaose y Usek q=-2. 3x- y+4=0
ReSeni: ReSeni:
XY - 3x- y+4=0
3 -2 3x- y=-4
-2X+3y=-6
X ¥
2x- 3y-6=0 4 -2
X Yy 4
—+2=1pb =- _ =4
47y p 3 q
3

Vzdalenost bodu od piimky: Uréeni vzddenosti bodu X,=[X,Y,] od ptimky
p° ax+by+c=0 spociva ve stanoveni velikosti usecky PX,, kde P=[p,; p,] je pata
kolmice spusténe zbodu X, na pfimku p. Vzhledem k tomu, Ze vektor n =(ab) je
norméovym vektorem piimky p, musi byt souc¢asné smeérovym vektorem primky q, kteréje
naptimku p kolma Jetedy n, =(a;b) =s,. ProtoZe navic X, =[x, Y11 g, je kolmice q
uréena parametrickymi rovnicemi

g% X=X, +at
y=Y,+bt
Vzddenost v libovolného bodu X =[x;y]T q od bodu X, =[x,; y,]T q je pak
Xyl g
VEJOG 6 H (Y- Yol = (At X))+ (Y, +bt- ) =V +D° =[t]Va’ +b7

Je-li X©°P (tj. XT pCq), musi tento bod spliiovat soucasné rovnice piimek p;q a pro
hodnotu parametru t tak mame:
a(x, +at) +b(y,+bt)+c=0
ax, +a’t +by, +bt+c=0
(a® +b)t =- ax, - by, -
__agthy,t+c
t=- 20 _J0_ 7
a’ +b?
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Dosazenim do vySe uvedeného vztahu pro vzdaenost dostaneme:

N R A T )

aZ+b? a’+b? Ja? +b?

Pro vzddenost v bodu X, =[X,;Y,] od ptimky p° ax+by+c=0 tedy plati

= @0 tby, +cl)

6) Piiklad: Urcemevysku v, v DABC , jelli A=[21];B=[6;-1]; C=[4;5].

ReZeni: Hledana vyska je vzddenost vrcholu A od piimky p© BC. Smérovy vektor této

uuu

piimky jenapt. BC=C- B=(4- 6;5+1) =(-2,6) aprotoze Bl p,je
pe x=6- 2t
y=-2+6t
Vyloucenim parametru dostaneme obecnou rovnici tvaru p° 3x+y- 16 =0, atedy
ax, +by, +c _[32+14-16_ 9 _9J10
Ja2+b?  JFE+2 V10 10

v=

NereSené ulohy:

1) Napiste parametrické rovnice piimky urcené bodem A avektorem u:

a) A=[7;-1; u=(3-4) b) A=[-2-3]; u=(0;4) ¢) A=[0;3]; u=(-7,0)

d) A=[0;0]; u=(%0).

2) Jsou dany body A=[5,2]; B=[37]; C=[-4;9]. Napiste parametrické rovnice piimky,
ktera prochazi bodem A rovnobézné s piimkou uréenou body B,C.

3) Zjistéte, zda dané body leZi naprimece x =1- t;y =3t:
a) A=[3-7] b)B=[0;3] c¢) C=[-518] d) D=[-14;-1].

4) Zjistéte vzgemnou polohu danych primek. JestliZze se protingji, najdéte jejich prasecik:
a) X=7-2s,y=3+sax=4-ty=3t b) x=5-355y=-3+s a x=20+9t;y=-8- 3.

5) Ngjdéte obecné rovnice primek:
a) X=-7+6t;y=3+2t b) x=3t;y=1- 2t ¢c) x=4- 3;y=t.

6) Rozhodnéte, zdabody A=[-31]; B=[7;2]; C=[0;5] leZi naptimce 4x- 3y+15=0.

7) Jaké podminky musi splinovat koeficienty a,b,c, aby primka ax+by+c=0
a) bylarovnobéznasosou x anesplynulasni?
b) bylaosou x?
c) bylarovnobéZzna sosou y anesplynulasni?
d) byla osou y?
€) prochazela pocatkem?

8) Napiste rovnici osy Usecky AB,jeli A=[-31]; B=[4;-73].

9) Napiste obecnou rovnici primky, ktera prochézi body:
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a) A=[-7:8:B=[3-2] b) M :g g
0 E=[39]:F =[-315]  d) G=[0;-3:H =[15- 3

A0
'3

ooII\J

20
N = §7,§

10) Naprimce 4x- 12y - 2 =0 nagdéte bod, ktery maod piimky 5x+12y+5=0 vzdaenost
v=3.

Vysledky:
a) x=-7+3t;y=1- 4t b) x=-2,y=-3+4t ¢) x=-7t;y=3d) x=t;y=0
2) x=2-T7t;y=5+2t 3)a)ne b)ano c)ano d) ne 4) a)riznobézky, P gll 257§

b) splyvajici rovnobézky 5) a) x- 3y+10=0 b) 2x+3y- 3=0c) x+3y-4=0 6) AC
lezi, B nelezi 7)a) a=0;,ct 0b)a=c=0c)b=0;ct 0d) c=0 8) 14x- 8y- 15=0

9) a) x+y-1=0b) 3x+276y- 205=0 c) x- 3=0d) y+3=0

70, é 14 31y

M,=5 ;-

10) M, =% 1 T

& 6l

7.4 Dvé primky v roving
Dvé primKy v roviné mohou mit nasledujici vzaemné polohy:

a) Primky jsou riznobézné - maji spolecny prave jeden bod (prasecik).
b) Ptimky jsou rovnobézné rizné - nemaji Zadny spolecny bod.
c) Primky jsou splyvajici - maji nekonecné mnoho spolecnych bodg.

1. Priklad: Ur¢eme prasecik piimek:
X+2y+1=0 b p° x=3+2t g° x=2-s c p° 7x-9y+2=09° x=6-2t

a
3x- y+2=0 y=1-t y=-1+s y =15t
Regent:
a) Prasecik dvou primek b) Opét reSime c) Parametrické vyjadieni
jako jgich spolecny bod soustavu rovnic piimky q dosadime do
musi  vyhovovat  obéma obecné rovnice piimky p:
rovnicim, feSime tedy 3+2t=2-s
soustavu C;VOU{OVS'C: +H(L-t=-1+9) 7(6- 2t)- 9(15t) +2=0
+2y+1=
X*ey 4+t=1 42- 14t- 135t +2=0
3X-y+2=0 _
7x+5=0 =3 =2
+ et =
X $=5 149
X=- E) Dosazenim do které Dosazenim zjisténé hodnoty
7 koliv parametrické parametru do parametrickych
Dosazenim napi. do prvni rovnice dostadvdme rovnic primky g dostdvame
rovnice pak dostaneme .2
: e P=[-34]. (6. o=g. x4 806
y=-=. Prisecikem je tedy 149 149’
bod P=x >;- = 149 149°
g 7 7H _ 6806 6601
P=a——nqu
€149 149H
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2. Priklad: UkaZme, Ze dané piimky jsou rovnobézné:

2x+3y-1=0 p° x=2-t q° x=3-2s _ p° x+2y+1=0qQq° x=-2t

a b) C
4x+6y+5=0 y =1+t y=4+2s y =3+t

Reseni:

Pokusme se zopakovat reSeni soustav z predchoziho piikladu:

2x+3y-1=0/%-2) 2-1=3- 2s -2t+2(3+t)+1=0
a) 4x+6y+5=0 b) +(1+t=4+2s) ¢) 7=0
7=0 3=7

Ani v jednom pripadé soustava nema teSeni. Soustavy jsme v3ak viubec fesit nemuseli, stacilo
s vaimnout normaovych, resp. smérovych vektori danych piimek. V pripadé a) jsou
normalove vektory n, =(2,3); n, =(4,6), normaove vektory a tedy i pfimky samotné jsou
rovnobézne. V pripadé b) jsou smérove vektory s, =(- L1); s, =(- 2;2) opét rovnobezné. V
pripadé c) je normalovy vektor prvni ptimky n, =(12), smérovy vektor druhé s, = (- 2,1).
Tyto vektory jsou navzaem kolmé, smérové vektory tedy musi byt rovnobézné.

3. Piiklad: Uréeme vzgemnou polohu piimek:

2x+y-1=0 p° x=3+5t q° x=-2-10s _  p° 2x+y-5=09° x=1-t

a b) o
6x+3y- 3=0 y=1-t y=2+2s y=3+2t
Regeni:
a) Druh&rovnice je trojnasobkem rovnice prvni, soustava ma tedy nekoneiné mnoho reSeni
aprimky splyvaji.
b) c)
3+5t=-2-10s 2(1- t)+(3+2t)- 5=0
1-t=2+2s/6 2-2t+3+2t-5=0
3+5t =-2-10s 0=0
5- 5t =10+10s
8=8

Takeé v téchto dvou piipadech dostdvame nekonetné mnoho eSeni — primky splyvaji.

JestliZe jsou dvé piimky raznobézné, svirgji spolu thel, ktery nazyvame odchylkou primek.
Tato odchylka je rovna Uhlu, ktery svirgji smérové resp. norméaové vektory téchto piimek.
Uhel dvou vektord vypocitame dle kpt. 7.2. Pro ptimky zadané obecnymi rovnicemi
ax+by+c =0, a,x+b,y+c, =0 dostavame pro jejich odchylku | vzorec

2, +bby| |
Jal +if & + b2

cosj =

Speciané pro dvé navzgjem kolmé primky plati

aa, +hbb, =0.
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Jednoduchou Upravou tohoto vztahu obdrzime ﬁ&:-l. Tyto zlomky jsou vSak

smernicemi k;; k, danych ptimek (viz predchozi kapitolu). Pro kolmé ptimky ve smérnicovém
tvaru tedy plati kk, =- 1.

Nei‘eSené ulohy:

1) Urcete prasecik piimek (pokud existuje):

a) 6x- by+25=0; x=-5+5t;y=-1+6t b) 3x- 7y+29=0; x=15+14t; y = 23+ 6t

C) 2x- 5y+6=0; 8x+15y+10=0 d) 2x+2y-7=0; x+9y- 14=0.

2) Urcete koeficient a tak, aby piimka ax - 3ay +5=0 prochazela prase¢ikem piimek
3x+2y-6=0; 5x- 7y+2=0.

3) Stanovte koeficient a tak, aby ptimka ax +4y - 9=0 bylakolmak primce
2x- 3y+7=0.

4) Napiste rovnici ptimky, kterd prochézi bodem B =[3;5] kolmo k ptimce 2x- 7y +3=0.
5) Vypoctéte odchylku piimek @) 2x- 3y+4=0; x- y+1=0b) 3x- 7=0; x+y+13=0.

Vydedky: 1) a) piimky splyvaji b) primky rovnobézné rizné c) riznobézky, P = g— 2;%%

d) ptimky rovnobéznérazné 2) a :f—i 3) a=64) 7x+2y- 31=0 5) a) 11°51'11" b) 45°.

7.5 Kuzelosetky

Sestrojme fez rotacni kuzelové plochy rovinou r , ktera neprochazi vrcholem kuzelové
plochy. Dostaneme kiivku zvanou kuZzel ose¢ka. Podle vzg§emné polohy roviny r akuzelové

plochy je to kruZznice, elipsa, parabola nebo hyperbola. Jednotlivé piipady zachycuje
piipojeny obrazek.

kruznice elipsa parabol.
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Kruznice: je mnoZina viech boda v roving, které maji od daného bodu (sttedu S) stalou
vzdaenost (polomér r). Kruznice, kterd ma stred v bodé S=[m;n], ma tedy rovnici (tzv.
stiedova rovnice)

(x- m)*+(y- n)*=r?|.

Pro stfed v pocéatku je tedy specidné x*+y? =r?. Stredovou
rovnici lze roznasobenim upravit narovnici obecnou:
X*+y*+Ax+By+C=0

Kruznice je ur¢enatiemi svymi body.

kruznice
1. Priklad: Uréeme rovnici kruznice, je-li zndm jgji stted apolomér: a) S=[0;-3]; r =2
b) S=[-11; r=1.

Refeni: a) (x- 02 +(y+3?=(v2) b 2 +(y+32=2 b) (x+1)?+(y- )? =1.

2. Piiklad: Ngjdéme stied a polomér kruznice: @) k© x>+ y? - 5x+4y =2
b) k° x*+y*+4x+6y+20=0
ReZeni: Rovnici kruznice doplnime na Gplny &tverec:
a) b)
&5 & &5 & X2 +y? +4x+6y+20=0
Z.BX+C—= +Y +4y+4=2+C—= +4
XX Y T §5 XC+AX+4+ Y2 +BY+9=-20+4+9
.2 2 X+2)2+(y+3)?%=-7
B 20 4 (y+2p=F 9 (
¢ 55 TV Egg
Tedy S=[25;-2]; r=35. Rovnice neni rovnici kruznice.

3. Priklad: Nadéme stied a polomér kruznice, kterd prochédzi body K =[5,5]; L=[31];
M =[0,0] .

ReZeni: Mé&li kruZnice prochézet zadanymi body, musi soutadnice téchto bodi vyhovovat
rovnici kruznice. Dosazenim napt. do obecné rovnice x* + y* + Ax+ By +C =0 tak obdrzime
pro nezndmé koeficienty A, B,C soustavu tii rovnic:

KI k: 5°+5°+5A+5B+C=0 Z podedni rovnice je okamzité C =0, je tedy
LT k: F+1°+3A+B+C=0 5A+5B:-50i)D A=0B=-10
MT k: 02+0? +0A+0B+C =0 3A+B=-105

K ruznice ma tedy obecnou rovnici x* +y*- 10y = 0. Jejim doplnénim na étverec dostaneme
x> +y?-10y+25=25b x*+(y- 5)*=25.Jetedy S=[0;5]; r =5.

Elipsa: Je mnoZina v3ech bodu v roving, které maji od danych dvou bodi (ohnisek E,F)
staly soucet vzdalenosti (2a) — viz pripojeny obrazek na dalsi strané.

Pro libovolny bod M elipsy tedy plati IME|+|MF|=2a. Spojnici libovolného bodu elipsy
sohniskem nazyvame pravodi¢. Stied S Usecky EF nazyvame stiedem elipsy. Body A B

jsou hlavni vrcholy elipsy, plati |[SA=|SB|=a, a je hlavni poloosa. C,D jsou vedlgsi
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vrcholy, plati |[SC|=|SD[=b, b je vedle&i polo-
osa, |ES =|FS/=e — vystirednost (excentricita)
eipsy. Dde je a’=b*+e’, |EC|=|FC|=
|[ED|=|FD|=a. Elipsa se sttedem v bodg
S=[m;n], hlavni poloosou a rovhobéznou s osou
x avedlgsi poloosou b rovnbobéznou s osou y
marovnici (tzv. sttedovarovnice €elipsy)

X _ 2 _ 2
CHUNCAR)
a

2 2
Pro stied v pocatku je tedy specidné X—+§:1. Plati a3 b>0. Jeli a=b, dostavame
a

2

specidné kruznici se sttedem S a polomérem r =a=b. Jeli hlavni poloosa a rovnob&zna

2 2 2 2
X-m -n X
( b2) +(y 2) =1, resp. F+y_2:1'
a a
Stredovou rovnici |ze roznasobenim upravit narovnici obecnou:

Sosou Y, je

AX’ +By*+Cx+Dy+E=0; A>0, B>0,

kde pro A=B se specidné opét jednd o kruznici.

4. Priklad: Zjistéme, zda rovnice 3x*+2y*+6x-5=0 je rovnici elipsy s osami
rovnob&znymi se souradnymi osami. Je-li tomu tak, uréeme stied a poloosy.
ReSeni:
3x*+2y*+6x- 5=0
3YX*+2X)+2y* +6x=5
3YX*+2x+1) +2y* +6x=5+3
3x+1)*+2y*=8/:8
2 2
3Xx+1) L2y -1

8 8
2 2
—3><X8+1) +Y =1,
3

Jedna se tedy o elipsu se sttedem S=[- 1:0] apoloosami b=~/4=2; a:\/g, hlavni osa je

rovnobéZnasosou Y.

Hyperbola: je mnoZina vSech bodi v roving, které maji od danych dvou boda (ohnisek E, F)
stalou absolutni hodnotu rozdilu vzddenosti (2a) — viz piipojeny obréazek.

Pro libovolny bod M hyperboly tedy plati [IME|- IMF||=2a. Spojnici libovolného bodu

elipsy s ohniskem nazyvame priavodi¢. Stied S Usecky EF nazyvame stiedem hyperboly.
Body A,B jsou hlavni vrcholy hyperboly, plati [SA =|SB|=a, a je hlavni poloosa. C,D
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jsou vedlg§i vrcholy, plati [SC|=|SD|=b b je
vedlg& poloosa, |[ES=|FS=e, e je
vystirednost (excentricita) hyperboly. Dale je
e =a’+b*. Hyperbola se sttedem v bodg
S=[m;n], hlavni poloosou arovnobéznou s

E osou x avedlgsi poloosou b rovnbobéznou s
0Sou Yy ma rovnici (tzv. stfedova rovnice
a hyperboly)
€ X
i (x-m)?® (y-n)’
hyperbola Z B =1.

S . X , ] s
Pro stied v pocatku je tedy specidné —; - b =1. Jeli hlavni poloosa a rovnobézna s osou
a

2 2
y
W2
2 2
(- m? _ (y- X

n°® _
b 2 P

hyperboly se smérnicemi +— se nazyvai asymptoty. Je-li a=b, nazyvame hyperbolu
a

2
+§:1_ Piimky a;a, prochazejici stiedem

y’je'

rovnoosou. Oto¢ime-li rovnoosou hyperbolu se stiedem v pocétku okolo tohoto pocatku

0 45°, prejde jgi rovnice do tvaru y:E — takto otocena rovnoosa hyperbola je grafem
X

nepiimé Umernosti.
Stiedovou rovnici hyperboly 1ze roznasobenim upravit narovnici obecnou:
AX*- By’ +Cx+Dy+E=0; A>0,B>0
pro hyperbolu s hlavni osou rovnobéZnou s osou x, resp.
- A +By*+Cx+Dy+E=0; A>0,B>0
pro hyperbolu s hlavni osou rovnob&znou sosou .

5. Priklad: Zjistéme, zda rovnice 9x*- 16y”- 36x+32y-124=0 je rovnici hyperboly
svosami rovnobéznymi se souiadnymi osami. Je-li tomu tak, urceme jgji stied a poloosy.
ReSeni:
9x’ - 16y° - 36x+32y- 124=0
9XX*- 4X)- 16X y? - 2y) =124
9XX* - 4x+4)- 16Xy’ - 2y+1) =124+36- 16
9Xx- 2)* - 16x=144/:144
9xx+1)* 16(y-1)° 1
144 144
(x-2° (y-1°_,
16 9

Jedna se tedy o hyperbolu se stiedem S=[2;1] a poloosami a=4;b=3, jgi hlavni osa je
rovnobéZna s osou X.
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Parabola: je mnoZina v3ech bodu v roving, které maji od dané primky (fidici ptimka d)
adaného bodu, ktery na této piimce neleZi (ohnisko F ), stejnou vzdalenost — viz pripojeny
obrézek.

Kolmice spusténa z ohniska na fidici primku se nazyva osa paraboly, vzddenost p ohniska
od fidici ptimky se nazyva parametr paraboly. Stred Usecky urc¢ené ohniskem a prasecikem
osy paraboly se tidici pfimkou se nazyva vrchol paraboly. Parabola, jgiz vrchol ma
souradnice V =[m,n] aosaje rovnob&éZnasosou X, marovnici

y .
n)2=2p(x- |0 F=5m+P:nd.
(y- 1)’ =2p(x- m)|0 F =gm+_ing
- 2:_2 - 0 F:e _B’ lil’
(y-n) p(x- m) gn- g
je-li osajerovnobéZznas osou y, pak
n_
d (x- n)?=-2p(y- m|0U F :gm
; X -n)?=2 - @] F:g ) +£li|
m (x- ) =2p(y-m)| 0 F =gnn+_

parabola

Jedna se o tzv. vrcholové rovnice paraboly. Speciané pro vrchol v pocétku prejdou tyto
rovnice natvary:

Yy =2px;  y*=-2px; X=2py; X =-2py.
Roznésobenim mocnin ve vrcholovych rovnicich paraboly s vrcholem V =[m,n] obdrZime
obecnou rovnici paraboly, kteraje tvaru
y*+Ax+By+C=0; A1 0 pro osu rovnobéznou S 0sou X, resp.
x*+Ay+Bx+C=0; A1 0 pro osu rovnobéznou Sosou Y .

5. Piiklad: Zjistéme vrchol, ohnisko, parametr a polohu paraboly y? - 4x+6y+1=0.

Regeni:
y*- 4x+6y+1=0
y>+6y=4x-1
y>+6y+9=4x-1+9
(y+3)* =4(x+2).

Vrchol parabolytedyjev =[m;n] =[- 2;- 3], osaparaboly jerovnobéZznasosou x, p=2,

F—ém+ [l 3.

165



Nei‘eSené ulohy:
1) Napiste rovnici kruznice, kterd ma stied v pocétku a prochézi bodem a) A=[- 3;4]
b) B=[-12;5].
2) Napiste rovnici kruznice, kterdmastied S=[2;3] aprochazi bodem M =[-1,7].
3) Zjistéte, zda dané rovnice jsou rovnicemi kruznice, pokud ano, ngjdéte stiedy a polomery
a) X*+Yy*- 2x+4y=4 b) 3x*+3y*+8x-6=00¢) X*+y*+x=0d) x¥*+y*+2y+1=0
4) Napi&te rovnici kruznice, kterd prochazi body A=[5;1]; B=[0;6]; C=[4;-2].
5) Napiste rovnici elipsy, kteraméahlavni osu v ose x avedlejSi osuv ose vy, je-li dano
a) a=5b=3b) a=13e=12c) a+b=9,e=3.
6) Zjistéte poloosy elipsy a) 16x° + 25y =400 b) 4x*+9y* =36 ¢) x*+4y* =16 .
7) Zjistéte, zdajde o elipsu, pokud ano, udejte stied, polohu os a poloosy:
a) 9x° +25y® - 54x- 100y - 44=0 b) 4x*> +25y* - 24x+100y +139=0
C) 7x* +5y%- 28x+38=0 d) 9x*+y*+9x- 4y =0 €) 9x* +4y*- 36x+72y+360=0.
8) Ngdete rovnici hyperboly o stiedu S=1[0;0], je-li
a) a=8b=4 b)a=4e=5 c¢) b=3e=5.
9) Zjistéte, zdajde o hyperbolu, pokud ano, udejte stied, polohu os a poloosy:
a) - 9x* +16y* +90x+64y- 305=0 b) x*- y*+6x- 8y-107=0
C) 9% - 4y* +36x+8y+32=0.
10) Napi éte rovnici paraboly, kterdmavrchol v pocéatku a ohnisko v bodé

a) F= 8 oé b) F=[-30] ¢) F=[0:-1].

11) Napi&te rovnici paraboly, ktera mavrchol v po¢atku a prochazi bodem A=[2;6].
12) Ur¢ete vrchol aohnisko paraboly a) y?- 7x- 6y-19=0 b) x*- 8x- 3y+10=0
c) x*- 10x- 9y+61=0.

Vysledky:

1) a) x2+y2=25 b) x*+y* =169 2) (x- 1)*+(y-3?=25 3)a) S=[L-2];r=3
1 e 1 1 , ., . .

b S— u 4 C) S= — d) neni rovnici kruznice

) S=g 3 J_ ) S=g 5 H =>d

4) X2+ y? - 2y- 24 =0 5) a) 9x2 + 25y? = 225 b) 25x2 +169y? = 4 225 ¢)16x% + 25y2 = 400
6) @ a=5b=4 b) a=3b=2 c) a=4b=2 7) a) S:[32]'a:5'b:6' hlavni osa
é 1 .
,2 b— ; hlavni osa
g 2%° 6’
rovnobéZznad s y €) pouze bod [2-9]. 8) a) x*- 4y*=64 b) 9x% - 16y* =144 ¢)
x*-16y*=144 9) a) S=[5-2;a=3b=4; hlavni osa rovnobézna s y b)
S=[-3-4];a=b=10; hlavni osa rovnobézna s x c) neni hyperbola 10) a) y*=6x b)
é 4
3,
€ 9"t

rovnobéZznd s x b) neni elipsa ¢) neni elipsa d) S=

y>=-12x ¢) x*=-4y 11) x° ——y y?=18x 12)a) V =[-43|;F =

0 V=[54]:F =520

b) V =[4;-2;F & 24

é
34’8
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